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Тұрақты коэффициентті жоғарғы ретті біртекті сызықты дифференциалдық  
теңдеулер 

 
1 - мысал. Берілген теңдеудің жалпы шешімін табыңыз: 

02  yy IV . 
а) Мінездемелік теңдеуін құрып, оны шешеміз: 

  2,00202 4,32,1
2224  kkkkkk . 

б) 4321 ,,, yyyy  фундаменталды шешімдер жүйесін табамыз. 
 0k - екі еселі түбір, онда: .,1 0

2
0

1 xexyey xx   
xx eykeyk 2

4
2

3 2,2   . 
в) Жалпы шешімі: 

xx eCeCxCCy 2
4

2
321    

2 - мысал. 
02  yyyV  

а)   ikkkkkkk  ,00102 1
2235  - екі еселі түбір. 

б) xxyxxyxyxyikyk sin,cos,sin,cos,10 54321  . 
в) xxCxxCxCxCCy sincossincos 54321  . 

 
Жоғарғы ретті біртекті емес дифференциалдық теңдеулер 

 
3 - мысал. 
Берілген теңдеудің жалпы шешімін табыңыз: 

xxeyyy  34  
Шешуі: 

034  yyy  
біртекті теңдеуінің жалпы шешімін табамыз.  

.eCeCy~k,kkk xx 3
2121

2 31034    
Теңдеудің дербес  шешімін  табалық:  

    1  ,xxPxexf n
x  

 - бір еселі түбір       ,ebaxx*y,baxxP,rk x
n

 11 мұндағы a  және b  сандарын 
*y  теңдеудің шешімі болатындай етіп алуымыз керек. 

      22 2 ax*)"y(ebxbaax*)'y( x    xebaxba  224 . 
Табылған *y , *)'y( , *)"y( -терді теңдеуіне қоямыз және x -тің бірдей дәрежесінің 
коэффиценттерін теңестіре отырып, белгісіз коэффиценттерді табамыз: 

           xx xeebxaxbxbaaxbabaax 222 324224  
   xbaax 224  
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Теңдеудің дербес шешімі  
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  xexx*y  1
4
1 , 

ал жалпы шешімі: 

  xxx exxeCeCy   1
4
13

21
. 

4 – мысал.  
xyyy cos252  . 

Шешуі: 


 iikiDkk 21
2

42416204052 2,1
22   

  xexsinCxcosCy~  22 21  
біртекті теңдеудің жалпы шешімі. 

      iixQxPexxxf mn
ox 22,0,0,2cos2cos2    

сипаттамалық теңдеудің түбірі болмайды, яғни, 
         xcosAexsinBxcosAr*y,BxV,AxU,rki x

kk,
00

21 02
xsinBxcosA*)"y(xsinAxcosB*)'y(xsinB  .  

Табылған *y , *)'y( , *)"y( -терді теңдеуге қойсақ: 
     xxABxAB cos2sin24cos42  

xsinxcos*yB,A
AB
AB

5
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5
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5
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 . 

Онда жалпы шешім: 

  xxexCxCy x sin
5
1cos

5
22sin2cos 21   . 

5 – мысал.  
Теңдеудің жалпы шешімін табыңыз: 

293 xyy v   
Шешуі. Сипаттамалық теңдеуді құра отырып, оны шешіп, фундаменталдық шешімдер 

жүйесін табамыз және сәйкес біртекті дифференциал теңдеудің жалпы шешімін у~  табамыз: 
03 24   , .3,0

4,321
   

.~ 3

4

3

321 еСеССС xxху   

Мұнда α=0. Мінездемелік теңдеудің 0
21
  екі еселі түбірі  α=0-мен беттеседі, 

ендеше, r = 2 . Теңдеудің дербес шешімі  CBxAxxy  22  түрінде болады. 
Туындыларын есептелік: 

CxBxAx*)'y( 234 23   
CBxAx*)"y( 2612 2   

.A*)y(
BAx'*)"y(

V| 24
624




 

Табылған  *)"y( , V|*)y(  -терді берілген теңдеуге қойсақ: 
22 924618363 xCBxAx*)"y(*)y( V|   

x айнымалысының бірдей дәрежесінің оң жағы мен сол жағын теңестіре отырып, 
А,В,С  белгісіздерін анықтауға болатын алгебралық теңдеулер  жүйесін  аламыз: 
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бұдан  А=-1/4 , В=0, С=-1. Сонымен, 
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).x(x*y 1
4
1 22   

Ендеше, берілген теңдеудің жалпы шешімі: 







   1

4
1*~ 223

4
3

321 xxeCeCxССyуу xx  

6 – мысал. Коши есебін шешіңіз: 
.)(y,)(y,e)x(yyy x 3010267   

Шешуі. 0672    сипаттамалық теңдеудің түбірлері 61 21   ,  болғандықтан, 
берілген теңдеуге сәйкес біртекті теңдеудің жалпы шешімі:  

xx eCeCy~ 6
21  . 

Теңдеудің оң жағына мән берсек, α=1; ;x)x(P 21  α мінездемелік теңдеудің түбірі 

болғандықтан 1r  және берілген теңдеудің дербес  шешімін )BAx(xe*y x   түрінде 
іздейміз.  

)2()227)221476()76((67 2***   xeBABxABAABBxAAAeyyy xx  
Теңдіктің екі жағын да xe -ке қысқартып, x  айнымалысының бірдей дәрежесінің оң 

жағы мен сол жағын теңестірсек: 








252
110

BA
A

, 

бұдан 25/9,10/1  BA  және дербес  шешім: 

)
25
9

10
1( 2* xxey x  . 

Берілген теңдеудің жалпы шешімі: 

 eCeC xxy 6

21 )
25
9

10
1( 2 xxe x  . 

Енді Коши есебін шешу үшін, y -ті  табамыз: 

)
25
9

5
1()

25
9

10
1(6 26

21  xexxeeCeCy xxxx . 

Бастапқы шарттарды ескере отырып, мынадай жүйе аламыз:  
325/96)0(,1)0( 2121  CCCC yy , 

бұдан: 1C =84/125 , 2C =41/125. 
Сонымен, берілген бастапқы шартты қанағаттандыратын теңдеудің дербес шешімі:  

)
25
9

10
1(

125
41

125
84 26 xxeeey xxx  . 

7 – мысал. Берілген теңдеудің жалпы  шешімін табыңыз: 
xxxyy 2cossin   

Шешуі. 012   сипаттамалық теңдеуінің түбірлері ii  21 ,  , онда 0 yy  
біртекті теңдеуінің жалпы шешімі  

xsinCxcosCy~ 21    
болады. 

Берілген (11)  дифференциал теңдеуінің оң жағы екі квазиполиномның қосындысына 
тең: xxfxxxf 2cos)(,sin)( 21  . Сондықтан, (9) формуласын қолданып, алдымен   

xxyy sin  
теңдеуінің дербес шешімі  *

1y -ті табамыз , одан кейін  
xyy 2cos  

теңдеуінің *
2y  дербес шешімін табамыз.  
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Теңдеудің оң жағы )x(f1 үшін: 1,1,0   iba , сондықтан 1r  және 

)sin)(cos)((. *
1 xDCxxBAxxy  . 

 xDCxBxAxDACxBxAxyy cos)222( 22*
1

*
1  

xxxCBAxBDxAxCxDxCx sinsin)2229 22  . 
Ұқсас мүшелердің коэффиценттерін теңестіре отырып, D,C,B,A және *y1  табамыз : 
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бұдан 4/1,0,0,4/1  DCBA . Сонымен, 

)cos(sin
4
1)sin

4
1cos

4
1(*

1 xxxxxxxxy  . 

Теңдеудің оң жағы )x(f 2  үшін: iba 2,2,0   , сондықтан 0r   және  
xNxMy 2sin2cos*

2  . 
Ары қарай, ұқсас мүшелердің коэффиценттерін теңестірсек: 

xcosxsinNxcosMyy

,xsinNxcosMy
,xcosNxsinMy

,xsinNxcosMy

**

*
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*
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03,13  NM  болады және  

xy 2cos
3
1*

2  . 

Сонымен,  

xxxxxyyy 2cos
3
1)cos(sin

4
1*

2
*
1

*   

және берілген теңдеудің жалпы шешімі мына түрде болады: 

xxxxxxCxCyyy 2cos
3
1)cos(sin

4
1sincos~

21
*  . 

8 – мысал. Коши есебін шешіңіз: 
.2)0(,4/3)0(,2352  yyxtgeeyyy xx  

Шешуі Сәйкес біртекті теңдеудің 0522    сипаттамалық теңдеуінің түбірлері 
i212,1  . Онда 

052  yyy  
теңдеуінің жалпы шешімі (6) формуласы бойынша: 

).2sin2cos(~
21 xCxCey x   

(12) теңдеуінің оң жағы екі функцияның қосындысы ретінде берілген. Оның біріншісі 
xexf 3)(1   үшін: 211013 ,r ,b,a,)x(P  . 

Сондықтан,  
xeyyy 352   

теңдеуінің дербес шешімі *
1y -ді былай іздейміз: xAey *

1 , мұндағы A  белгісізі берілген 
теңдеуге *

1y -ны қою көмегімен  табылады. 
Екінші функция  xtgexf x 2)(2   квазиполином емес және  

xtgeyyy x 252   
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теңдеуінің дербес шешімі *

2y  -ны тұрақты шаманы вариациалау әдісімен (Лагранж әдісі) 
бойынша табылады. Әйгілі теоремаға сәйкес: 

)2sin)(2cos)(( 21
*
2 xxCxxCey x  . 

Біздің жағдайымызда жүйе екі теңдеуден тұрады: 
( xeyxey xx 2sin,2cos 21  ): 










.xtge)xcosx(sineC)xsinx(coseC

,xsineCxcoseC
xxx

xx

2222222

022

21

21  

Жүйедегі теңдеулердің екі жағын да xe -ке  қысқартып:  










.xtg)xcosx(sinC)xsinx(cosC

,xsinCxcosC

2222222

022

21

21  

Соңғы жүйенің анықтауышы (вронскиан): 

.2
222sin2sin22cos

2sin2cos





xcoxxx
xx

W  

Крамер формуласын қолданып: 

,2sin
2
1

2cos22sin2
2sin0

2
1

1 tgxx
xxxtg

x
C 


  

.2sin
2
1

22sin22cos
02cos

2
1

2 x
xtgxx

x
C 


  

Енді табылған теңдікті интегралдасақ: 

  


 dx
x

xdx
x
xC

2cos
2cos1

2
1

2cos
2sin

2
1 22

1  

   ,2sin
4
1|)4/(|ln

4
12cos

2
1

2cos2
1 xxtgdxx

x
dx

  

  .2cos
4
12sin

2
1

2 xxdxC  

Сонымен, 

 xxxxtgey x 2cos2sin
4
12cos|)

4
(|ln

4
1(*

2
 .2cos|)4(|ln4

1)2cos2sin4
1 xxtgexx x    

Ендеше, берілген теңдеудің дербес шешімі: 




 xcos|)x(tg|lneeyyy xx*** 2
44

1
4
3

21 ),xcos|)x(tg|ln(e x 2
4

3
4
1




  

Ал оның жалпы шешімі: 
 )2sin2cos(~

21
* xCxCeyyy x ).2cos|)4(|ln3(4

1 xxtge x    

Енді Коши есебін шешу үшін, y -ті табамыз: 
 )2cos22sin2()2sin2cos( 2121 xsCxCexCxCey xx

 )2cos|)4/(|ln3(
4
1 xxtge x 

)2sin|)4/(|ln2
)4/(cos)4/(

2cos(
4
1

2 xxtg
xxtg

xe x 


 


. 

Берілген бастапқы  шарттарды қолдансақ: 
,2/14/322)0(,4/34/3)0( 21  CyCy  

бұдан .4/7,0 21  CC  
Сонымен, ізделінді дербес шешім: 
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